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Plücker  as  ray  coordinates taking  a  line  as  a  ray  between  two  points and  axis 





Based  on  the  study  of  screw  algebra,  the  resultant  twist  of  a  serial  manipulator  is 
presented geometrically by  an assembly of unit  joint  screws with  the  corresponding 
velocity amplitudes. This leads to the geometrical interpretation for the resultant twist 
with its instantaneous screw axis (ISA) that is formulated by a combination of weighted 
position  vectors  of  joint  screws.  The  screw-based  Jacobian  is  then  derived  after 
recognizing the resultant twist of a serial manipulator. The case leads to a revelation for 
the first time the relationship of a Jacobian matrix acquired by using screw algebra and 
a  derivative  Jacobian  matrix  using  differential  functions,  and  to  an  in-depth 
investigation of transformation between these two Jacobians. 
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Chapter 1 Introduction 










Though Plücker coordinates  in  ray order are well  received,  their  counterpart  in axis 
order is relatively not well known and, in particular, the geometrical meaning of ray 
coordinates  and  axis  coordinates  are  not  well  revealed.  Moreover,  the  duality  and 
intrinsic relationship between ray coordinates and axis coordinates still remain unclear. 
The explicit relation between the relevant vector space and dual vector space needs to 











the  assembly  of  unit  joint  screws  with  the  corresponding  joint  changing  rates.  In  a 
different  way,  the  Denavit-Hartenberg  method  is  also  well-known  to  formulate  the 






metamorphic  hand  is  developed  to  achieve  higher  performance  and  graspability  by 
involving  a  reconfigurable  palm.  Instead  of  considering  the  hand  kinematics  in 
isolation,  an  equivalent  transformation  to  map  the  hand-object  system  to  a  parallel 
mechanism integrated with a reconfigurable base is conducted through treating the non-
sliding contact between a fingertip and the grasped object as a spherical pair. In such a 
way,  the  Metamorphic  hand  with  a  grasped  object  is  regarded  as  a  typical  parallel 
mechanism  with  a  reconfigurable  base.  Then  the  methodologies  to  study  parallel 
mechanism can be migrated to understanding the motion of the grasped object. Screw 














Furthermore,  evaluation  of  the  performance  of  the  Metamorphic  hand  has  to  be 






hand constructions  in  such a way  to verify  the advantages of  a  robotic hand with  a 
flexible palm. 
 
1.2 Aims and Objectives  
The thesis emphasizes the intrinsic geometry connection of screw coordinates and the 






















g) Evaluate  the  performance  of  the  Metamorphic  hand  by  a  nonlinear  data 
reduction model  and a palmar  shape modulation migrated  from human palm 
variation. 
 








to  be  investigated  in  the  following  chapters.  The  background  includes  a  brief 
introduction to line geometry and screw coordinates, the mathematical methods to study 
the first-order kinematics of a robot, the typical parallel robots, and reconfigurable base- 









point  and  a  plane  are  converting  to  a  set  of  homogeneous  coordinates  with  the  last 
component as 1, using ratios of homogeneous coordinates. A line joined by two points, 
which produces ray coordinates, and a line intersected by two planes, which produces 











Chapter  5  presents  the  geometrical  meaning  of  a  twist  and  the  geometrical 











derivative  method-based  Jacobian  matrix  of  a  serial  manipulator.  Through  the 
investigation  of  the  linear  velocity  of  a  serial  manipulator,  reconciliation  of  the 





The  base  of  this  parallel  mechanism  is  formed  by  a  spherical  five-bar  linkage 
mechanism, which provides augmented motion for each limb. Structure design of the 
proposed spherical-base integrated parallel mechanism is introduced, and geometry and 






















Chapter  10  uses  a  nonlinear  dimension  reduction  model,  Gaussian  Process  Latent 
Variable Model (GPLVM), to project the high dimension fingertip data to a 2D latent 
plane  in  such a way  to  evaluate  robotic hands and carry out  the comparison among 
different hands. A different way relates the Metamorphic palm to the human palm with 
transverse metacarpal arch, which acts as a new approach to evaluate a robotic hand 







Chapter 2 Background 
2.1 Introduction 

































































is  relatively  not  well  known  and  in  particular,  the  geometrical  meaning  of  ray 






2.3 Methodologies on First-Order Kinematics Analysis  
Kinematics analysis is the fundamental topic in robotics and studying the kinematics of 
a manipulator is a necessary procedure to understand its functionality and performance. 
Forward  kinematics  establishes  the  mathematical  relation  to  map  the  joint 





whereas  the  inverse  kinematics  relates  the  end-effector  configuration  to  joint 
movements. Differentiating the forward kinematics equation gives the Jacobian matrix 
that formulates the velocity map between joint rates and the velocity state of the end-
effector. The Jacobian portrays  the velocity map from joint space  to  task space of a 
manipulator which can be used to identify the singularly, generate the desired trajectory 
with an appropriate speed, etc. There are several ways to construct the Jacobian of a 



























a  force  intensity  [5].  A  twist  with  its  first  three  components  presenting  the  angular 
velocity  and  last  three  components  presenting  the  linear  velocity  is  an  ideal 
representation to describe the differential kinematics of a manipulator. The Jacobian is 






















machine  design.  In  particular,  Chablat  and Wenger  [38]  proposed  a  3-DOF  parallel 
mechanism  to  realize  three  axes  rapid  machining  applications.  Zhao  et  al.  [39,40] 
investigated  three  and  four  DOFs  parallel  mechanisms  relying  on  equivalent  screw 
groups.  Kong  and  Gosselin  [41]  presented  several  parallel  mechanisms  relying  on 
screw  theory based  type  synthesis method. Similarly, Xu and  Li  [42]  applied  screw 






studied  constraint  screw  systems  of  a  3-PUP  parallel  mechanism  and  revealed  the 
influence  between  them  and  limb  arrangements.  Zhang  et  al.  [47]  discussed  the 






configurable  moving  platform.  In  other  words,  their  base  or  moving  platform  is  a 
component with zero DOF rather than a mechanism with additional moving capability. 
Recently,  the parallel mechanisms with  reconfigurable  features have been  capturing 
attentions from the researchers in the fields of mechanisms and robotics. Based on the 
concept reconfigurability and principle of metamorphosis [50], Gan et al. [51] proposed 





mechanism  that  was  capable  of  changing  mobility  and  topological  configurations. 








[55]  presented  a  kind  of  parallel  mechanisms  with  reconfigurable  platforms  and 









2.5 Metamorphic Hand with a Reconfigurable Palm 
A mobile manipulator consists of a manipulator and a mobile platform such that it has 











three  sections  are  to briefly  review  the historical  development of  robotic hands and 
introduce a specific dexterous hand, the Metamorphic hand with a reconfigurable palm. 
 
2.5.1 The Dexterous Hands  

















































2.5.2 Dexterous Hands with a Reconfigurable Palm 
In the development of dexterous hands, most researchers emphasized improving their 







hands.  The  adduction/abduction  is  a  critical  criterion  to  distinguish  the  dexterous 








digits,  it  is  worth  noting  that,  rather  than  as  a  rigid  holder  to  contain  motors  or 
electronics, the palm with variable geometry can significantly enhance the dexterity of 
the  fingers  mounted  on  it,  resulting  in  augmenting  the  grasping  and  manipulation 
capabilities  of  the  robotic  hand.  The  topology  of  the  hand  revamps  comparing  to 
conventional  robotic  hands  with  an  inflexible  palm.  For  instance,  BarrettTM  [89] 







on  the  finger  workspace,  making  the  palm  reconfigurable  establishes  a  new  way  to 
design a robotic hand with relative low control complexity and acceptable dexterity. 
 
2.5.3 The Metamorphic Hands 
In  most  unconstructed  environments  the  versatility  of  the  palm  is  essential  for 
successful  grasping  and  handling.  This  led  to  the  introduction  of  the  metamorphic 
robotic hand [91,92], marking a turning point in improving dexterity and manipulability 
of  robotic hands. Metamorphosis  is  a  term from biology meaning  the  evolution and 
change of shapes and structure.  Under the principle of Metamorphosis, the palm design 
was inspired by origami with a mechanism equivalent method to relate the panels and 
crisis  to  links  and  joints,  respectively.  An  origami,  in  generous,  has  considerable 








The  Metamorphic  hand  broke  the  barrier  by  adopting  a  spherical  metamorphic 
mechanism,  leading  to  a  three-fingered  robotic  hand  called  Metahand  with  a 
reconfigurable palm [93]. The metamorphic palm contributed to mimicking motions of 







whole  hand  and  demonstrated  how  the  metamorphic  palm  affected  the  posture, 
dexterity  and  workspace  of  the  fingers[92,94,95]  The  metamorphic  hand  was 
programmed to accomplish several grasps for objects widely used in our daily life with 
different  geometric  features  such  as  balls,  bottles,  and  scissors,  etc.  [96].  A  four-
fingered  metamorphic  hand  was  developed  in  light  of  the  optimization  of  the  five-
fingered Metamorphic hand applied to deboning operations [98]. 
 
2.5.4 Grasping Affordance 
Grasping  is  one  of  the  fundamental  issues  in  robotic  manipulation  and  different 
concepts  and  principles  have  been  introduced  for  grasp  investigation.  In  cognitive 
robotics, the concept of affordances [98] characterizes the relations between an agent 
and  its  environment  through  the  effects  of  the  agent’s  actions  on  the  environment. 
Affordances  have  become  a  popular  formalization  for  autonomous  manipulation 
processes,  bringing  valuable  insight  into  how  manipulation  can  be  done.  Using  the 
concept of affordance, Detry et al.  [99] modelled grasp affordances with continuous 
probability density functions linking object-relative grasp poses to their success grasp 
probability.  Song  et  al.  [100]  developed  a  general  framework  for  estimating  grasp 
affordances  from  2-D  sources  combining  texture-based  and  object  level  monocular 
appearance cues for grasp affordance estimation.  
 
Considering  the  flexible  manipulator  proposed  in  this  work,  by  integrating  the  3D 
model  of  the  three-fingered  metamorphic  robotic  hand  into  the  object-based  grasp 










2.6 Conclusions  
This chapter introduced the discovery of line geometry and line coordinates, and then 
led  to  the  introduction  to  screw  algebra  and  screw  coordinates,  as  well  as  the 
construction  of  the  ray  coordinates  and  axis  coordinates  by  Grassmann  determinant 




of  a  robot,  particularly  the  screw-based  method  and  derivative  method.  The 
development of typical parallel mechanism and low-mobility parallel mechanisms was 
also presented. Construction of a parallel mechanism was emphasized, with inspiration 





design  by  introducing  a  flexible  palm  to  construct  a  Metamorphic  hand.  Hence  the 
motion of fingers  in  the Metamorphic hand depends on the palm geometry variation 
that awards fingers the additional capability to move in space in such a way to enhance 









Chapter 3 Geometry of Screw Coordinates  











In  this  chapter,  in  order  to  make  a  geometrical  presentation  to  reveal  the  insight  in 
Euclidean  3-space,  that  is  a  three-dimensional  real  vector  space  that  preserves  the 
Euclidean metric, homogeneous coordinates of a point and a plane are converting to a 
set  of  homogeneous  coordinates  with  the  last  component  as  1,  using  ratios  of 









3.2 Position Vectors and Their Triangular Resultant for 
Ray Coordinates 
Homogeneous coordinates of points P1 and P2 might be presented as r’1=(x’1: y’1: z’1: 
w1)T  and  r’2=(x’2:  y’2:  z’2:  w2)T which  could  be  represented  with  ratios  of  these  four 
components, namely dividing each by the last component w. Without loss of generality, 
placing  w1=w2=1,  the  homogeneous  coordinates  can  be  converted  to  a  set  of 















































































  2 2sin cos sinp y z  = -l l . 
 
Substituting Eqs.  (3.3) and  (3.4)  in  the above gives  the  following expression  that  is 
rearranged as a 2´2 minor in the form of 
 




p z z y y y z y z y z
y z
= - - - = - = .  (3.5) 
  









( ) ( )
2 2
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2 2
cos cos sinq z x
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z x
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( ) ( )
2 2
1 1
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2 2
cos sin cos cosr x y
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of  the  triangle.  In  a  special  case,  if  a  line  is  passing  the  origin,  Eq  (3.9)  becomes 
L=( ( )
T T
2 1 ;- 0r r ). The six distinct 2´2 minors  from Grassmann expansion  in Eqs. 





























3.3 Projected Triangle for Axis Coordinates with Weighted 
Plane Normals 








weighted  plane  normal  can  be  presented  in  homogenous  coordinates  with  the  last 
component as 1 as ( )
T'
1 1 1 1: : : 1A B C=n    and ( )
T'
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  plane  1 11 1 1 1 1 1 at P :     1 0A x B y C z + + + = ,  (3.13) 
 





   plane  2 1 2 1 2 1 21  at P :     1 0A x B y C z + + + = ,  (3.15) 
 
     plane  2 2 2 2 2 2 2 2 at P :     1 0A x B y C z + + + = .  (3.16) 
 
These four equations form a set of point-plane dual equations. In the context of taking 
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2 21 2 2 1
C BC B C B z z
x x k kL
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( ) ( ) 1 11 2 2 1 2 1
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C AC A C A z z
y y k kM
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( ) ( ) 11 2 2 1 2 1
1 2 2 1
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AD A D A z z
y z y z k kP
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( ) ( ) 11 2 2 1 2 1
2 1 1 2
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BD B D B z z
x z x z k kQ
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( ) ( ) 11 2 2 1 2 1
1 2 2 1
21 2 2 1
1
1
CD C D C z z
x y x y k kR
CA B A B
- -







0 ,   ,  P Q R=l   of the intersection line in axis coordinates. 
Hence, a line in axis coordinates can be expressed in the form of 
 
  ( ) ( )
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3.3.3 Geometrical Presentation of Axis Coordinates                      



































































To  reveal  the  geometrical meaning of  the primary part  components P,  Q, R  of  axis 
coordinates  obtained  in  Eqs.  (3.22)  to  (3.24),  assigning  z=0  in  Eq.  (3.12)  of  the 
intersection line of two planes, the following can be provided 
 
  1 1 1 0A x B y+ + = ,  (3.28) 
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coordinates  in  the  form  of  weighted  plane  normals.  Therefore,  this  presents  vector 
'
2 1 0- =n n l  in Fig. 3.4 whose projections give three components P, Q, R as the primary 
part of the intersection line, in a geometrical presentation consistent with projections of 


























In  particular,  it  was  verified  for  the  first  time  the  secondary  part  (L,  M,  N)  in  axis 
coordinates as the cross product of weighted plane normals of the intersection planes 





Chapter 4 Geometrically Intrinsic 
Connections of Screw Coordinates 
4.1 Introduction  
This  chapter  reveals  the  geometrical  insight  of  ray  coordinates  with  twice  the  area 
projection in a triangle constructed by two position vectors and presents the geometrical 
meaning  of  the  axis  coordinates  with  the  geometrical  presentation  for  the  first  time 
between  two  normals  of  the  intersecting  planes  that  give  a  corresponding  triangle 
constructed by these normals. This leads to a natural derivation of the ratio relationship 
between  ray  and axis coordinates, and  to a duality of  these  two sets of coordinates. 
During  the  derivation,  form  conformability  in  the  mathematical  structures  of 
corresponding  parts  of  two  sets  of  coordinates  is  revealed,  and  geometrical 
conformability is identified in the reciprocal parts of these two sets of coordinates that 












two  position  vectors  in  ray  coordinates  and  that  of  weighted  plane  normals  in  axis 
coordinates and the perpendicular vector of the triangle is a cross product of these two 































































4.3 Correlated Ratio Relationships  
Duality  of  a  line  in  its  ray  and  axis  coordinates  represented  by  point-plane  dual 
equations  (3.13)  to  (3.16)  leads  to  the  correlated  ratio  relationship  between  the 














vector  r1.  Similarly,  from  another  set  of  point-plane  dual  equations  Eqs.  (3.15)  and 
(3.16), the following can be derived 
 










  ( ) ( )1 2 2 1 2 1 1 2 0P x y x y R y z y z- + - = .  (4.6) 
 
It  is  clear  that  the components  in  the parentheses are  secondary part p  and r of  ray 
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(3.16),  manipulation  of  these  equations  together  with  the  substitution  by  axis 
coordinates between Eqs. (3.19) and (3.22) gives the following cross-part relationship, 
 






















4.4 Correlation Coefficient and Correlation Operator 
Consistent with the above ratio relationship, observing ray coordinates equations from 




0 ,   , L M N=l  in axis coordinates of a line vector, the 
left-hand sides of Eqs (3.22) to (3.24) in Section 3.3.2 give the moment l0=(p, q, r)T in 
ray coordinates while the right-hand sides give the primary part  ( )
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As  six  coordinates  provide  ratios  as  in  Eq  (4.12)  in  homogeneous  coordinates,  the 
magnitude  change  of  a  line  vector  does  not  change  itself.  Hence,  without  loss  of 
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of  two  points  with  an  intersection  of  two  planes,  and  in  particular  by  geometry 
conformability between  two  sets of  coordinates,  following  the  same arrangement of 
both position vectors and weighted plane normals, relating the vector space to the dual 
vector-space. This particular duality is  illustrated in  the conformability graph in Fig. 
4.2 with  the correlation map  that generates  the congruence  relationship.  In Fig. 4.2, 


























































1 1 1 1, ,x y z=r  
( )
T


























' = P,Q, R( )
T
    






















1 1 1 1, ,A B C=n  
( )
T






: : : : :
: : : : :
l m n p q r

























































vector  space,  and  to  deriving  a  correlation  between  two  sets  of  coordinates  with  a 
correlation  coefficient,  giving  rise  to  a  derivation  of  the  correlation  operator.  The 











Chapter 5 Geometrical Meaning of a Twist 














a  resultant  twist  of  the  end-effector.  Geometrical  meaning  of  the  resultant  twist  is 







5.2 Homogenous Coordinates of Screws as 6-Dimensional 
Vector 
5.2.1 Homogenous Screw Coordinates  
A  screw  is  essentially  the  geometrical  entity  of  instantaneous  twist  and  wrench  in 
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which  are  analogous  to  Plücker  coordinates  of  lines  in 3,  and  are  homogeneous 
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5.2.2 Screw System of nth Order  
Naturally, there exists a bijective map between n-dimensional vector subspaces Vn of 
six-dimensional vector space V6 spanned by n linearly independent vectors and screw 








,   ,  
n





= =   
 
 R VS S S S .  (5.4) 
 
At the moment screw can be seen as an element of 6-dimensional vector space V6 and 
expressed  by  six  homogenous  coordinates  generated  by  Grassmann  determinates 
together with pitch h  as Eq.  (5.3). Screw system of nth order n  can be viewed as n-
dimensional vector subspace of V6. 
 




motion is referred to as a twist on a screw axis or simply twist. A twist is a screw with 
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there  is  only  translational  velocity  h  along  the  axis.  This  axis  is  known  as  the 
instantaneous screw axis  (ISA)  which  was  first  put  forward  by  Mozzi  (1763).  The 
velocity  v  at  point  P  of  the  body  is  resolved  into  two  parts  including  the  parallel 
component and the perpendicular component as follows, 
 
  ( )s n p oh= + = + ´ -v v v r r  .  (5.6) 
 
                                                       
The set of all velocity vectors with  respect  to  this  instantaneous screw axis  forms a 






5.4 Linear Velocity from a Twist 
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joint;  that  is  r0  =  0,  the  linear  velocity  vanishes  and  the  twist  represents  a  pure 
differential rotation. 
 
5.4.2 Geometrical Meaning of Secondary Part of a Screw 
A serial manipulator is comprised of sequential rigid bodies connected with mechanical 
pairs. The twists that depict the instantaneous motion of components in this manipulator 













Links  OA,  AB  and  BC  are  serially  connected  by  revolute  joints  O,  A  and  B  that 
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  1 2 3= + +ω ω ω ω ,  (5.14) 
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position vector  that determines  the  location of  the  ISA associated with  the  resultant 
twist of the end-effector.  
 
5.4.4 Coordinated ISA of the End-Effector of a Serial Manipulator 
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square  of  the  angular  velocity  times  cross  product  of  the  angular  velocity  and 




























5.5 Screw based Jacobian Derivation of Serial Robots  
5.5.1 Jacobian Matrix of a Planar Serial Manipulator  













are  serially  connected  through  revolute  pair  with  the  joint  axis  perpendicular  to  the 
plane. The displacement of joint O, which represents the relative rotation of link OA 
with respect to the x-axis of the coordinate systems, is denoted as θ1. Similar to this 
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where  ω  is  the  angular  velocity  of  the  end-effector,  while  v is  the  linear  velocity 
coincident with the origin of the reference coordinate frame, 
iq  is the rate of change of 
each joint, and Si is the unit screw associated with the joint axis in this manipulator. 
The Jacobian can be obtained if all the joint screws of a serial manipulator are identified 
in one coordinate  frame.  It  turns out  that  the coordinates of  the  joint  screws can be 
written in any reference frames by investigating the geometry of the manipulator.   As 
the joint axis and its position determine the corresponding joint screw for typical serial 
manipulators  composed  of  prismatic  joints  or  revolute  joints,  the  Jacobian  is 
accomplished through the geometry of the manipulator.  
 
5.6 Conclusions   
This chapter investigated the motion of a rigid body in three dimensions that could be 
decomposed  into a rotation about an axis and a  translation parallel  to  that axis. The 
motion  could  be  represented  by  a  twist  with  its  primary  part  indicating  the  angular 













Chapter 6 Geometrical Interpretation of the 
Transformation between Robot Jacobian and 
Screw Jacobian  
6.1 Introduction  
This chapter investigates the relationship of the Jacobians of a serial manipulator with 
the derivative method and screw theory. Forward kinematics analysis of a typical 3R 




two methods. Further,  a more complicated spatial kinematic chain  is  investigated  to 
verify the derivation. 
 
The  transformation  between  conventional  Jacobian  and  screw  Jacobian  is  revealed 
through investigating the geometry meaning of the resultant twist of the end-effector 






6.2 Derivative Method based Jacobian of a 3R Planar 
Serial Manipulator 
6.2.1 Linear Velocity of a 3R Planar Serial Manipulator  




such  as  Denavit-Hartenberg  matrices  [102],  screw  algebra,  etc.  A  typical  planar 
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  stands for  1 2 3  + +
   . Different from the linear velocity derived from screw 
algebra  which  indicates  the  instantaneous  velocity  of  the  point  on  a  rigid  body 
coincident with the origin, the linear velocity vC represents the velocity of point C with 
respect to the origin. The two types of velocities can both describe the instantaneous 
state  of  the  end-effector  of  a  serial  manipulator,  and  are  usually  not  identical.  The 
relation of these velocities will be discussed in the following sections.    
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   ,and the screw algebra based  Jacobian 
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manipulator and  is  relevant with all  joint displacements, which  is different  from the 
Jacobian  acquired  in  Eq.  (5.28)  by  screw  algebra  irrelevant  with  the  last  joint 
displacement.  
 
6.3 Reconciliation of the Jacobian based on Screw Algebra 
and Derivative Method  
 
6.3.1 Transformation Using a Skew-Symmetric Matrix  
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6.3.2 Reconciliation of the Jacobian of a 3R Serial Manipulator 
The  physical  meaning  of  the  linear  velocity  vC  exhibited  in  Eq.  (6.2)  is  the  linear 
velocity of point C with respect to the origin expressed in the reference coordinate frame. 
Dissimilarly,  the  physical  meaning  of  the  twist  of  link  BC  exhibited  in  Eq.  (5.27) 
comprise  the  angular  velocity  and  linear  velocity  of  link  BC,  of  which  the  linear 
velocity  vC0  represents  the  instantaneous  linear  velocity  of  a  point  on  the  link  BC 
instantaneously coincident with the origin O. Based on this definition, we can draw the 
conclusion that vC0 and vC are  the linear velocities of link BC expressed  in different 
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point  P  on  this  rigid  body  can  be  established  by  substituting  the  secondary  part  of 
Eq.(5.5) into Eq. (5.6), which yields,  
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6.4 Reconciliation of Jacobian Matrices a Spatial Serial 
Manipulator  
6.4.1 Screw Algebra based Jacobian for a Spatial Serial 
Manipulator  
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Eqs.  (6.17)  to  (6.21) with  their  corresponding  change  rates  according  to  Eq.  (5.29), 
which is given by,  
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where Js is the Jacobian comprises of the joint screws   1 2 3 4 5s =J S S S S S , and 
θ  is  the joint velocity vector as 
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6.4.2 Transformation Matrices of a Spatial Serial Manipulator 
Establishing  transformation  matrices  is  another  widely  used  method  in  robotics  to 
conduct the kinematics analysis and, in particular, derive the position and orientation 
of the tool frame attached on the end-effector. A coordinate system is attached to each 
link  illustrated  in Fig. 6.2. A global coordinate  frame  is  established  the same as  the 
global coordinate frame shown in Fig. 6.1.  
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Writing Eqs.  (6.34)  and  (6.36)  in  a matrix  form yields  the derivative method based 
Jacobian, which is given by, 
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6.5 Conclusions  













Chapter 7 Screw Jacobian Analysis of a 
Reconfigurable Platform-Based Parallel 
Mechanism 
7.1 Introduction  
Parallel mechanisms, in general, have a rigid base and a moving platform connected by 
several limbs. For achieving higher mobility and dexterity, more degrees of freedom 
are  introduced  to  the  limbs.  However,  very  few  researchers  focus  on  changing  the 
design  of  the  rigid  base  and  making  it  foldable  and  reconfigurable  to  improve  the 
performance of the mechanism. 
 












7.2 A Spherical-Base Integrated Parallel Mechanism 
7.2.1 From Manipulation with a Metamorphic Hand to a Parallel 
Mechanism with a Reconfigurable Base 






A1,  on  link  DC  at  point  A2  and  on  link  BC  at  point  A3.  When  the  palm  is  in  a 
configuration that all the links are in the same plane, the three points A1, A2 and A3 are 
evenly distributed about point O, i.e. centre of the spherical five-bar  linkage. The 2-
DOF  reconfigurable  palm  changes  configuration  of  the  whole  hand,  and  increases 
workspace, dexterity and manipulability of the hand[60,61]. The idea of equivalence 














7.2.2 Structure of the Spherical-Base Integrated Parallel 
Mechanism 
As shown in Fig. 7.2, the spherical-base integrated parallel mechanism is composed of 
a  spherical  reconfigurable  base,  a  moving  platform  and  three  identical  revolute-
revolute-spherical  chains  connecting  them.  The  reconfigurable  base  consists  of  five 
links which connect to each other forming a spherical five-bar linkage. In this design, 












However,  one  has  to  clarify  that  this  initial  state  of  the  mechanism  as  a  singular 










7.3 Mechanism Decomposition and Geometric Constraints 
of the Spherical-Base Integrated Parallel Mechanism 











7.3.1 Constraint Equations of the Reconfigurable Base 
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where s and c denote the sine and cosine functions, θ1 to θ5 are the rotation angles of 









  TC B 2c =P P   (7.5) 
 
  TC D 3c =P P   (7.6) 
 









  C Cx P Qz= +   (7.8) 
 
 
   C Cy M Nz= +   (7.9) 
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where  2 21 1S Q N= + + , ( )2 2S PQ MN= +  and 
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  1 2 2 2 3 0T c T s T + - =   (7.15) 
 
where,  
( )1 2 1 5 1 5 1 2 2 5 1,T s s c c s c T s s s        = - =  and 
( )23 5 1 5 1 5 1 2 2 1 3 1( ) 4 2T c c c s s c S S S S S     = + + - . 
Solving Eq. (7.15) gives the joint angle θ2 as 
 


















independent.  When  assigning  the  value  of  angle  θ5,  the  spherical  five-bar  linkage 




  D B C( ) 0 ´ =P P P   (7.17) 
 
  B D C( ) 0 ´ =P P P   (7.18) 
 
The mechanism has two limited positions as the link AD can rotate on both sides with 
respect  to  link  DC.  Thus,  the  value  θ5  decides  the  range  of  that  of θ1,  the  relation 
between the two angles can be obtained as 
 
  TB A 1c =P P   (7.19) 
 
  TB D 2 3( )c   = +P P   (7.20) 
 



















where  1 4 5 5 1 1 4 5sU s c c s c s      = - - , 2 1 4 5U s s s  =  and 








  1 l 2V V    (7.23) 
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7.3.2 Position of the 3-RRS Parallel Mechanism in a Particular 






























































The  upper  moving  platform  C1C2C3  is  an  equilateral  triangle  as 
2
1 2 3' ' ' 3O C O C O C r= = = .  The  position  vector
F
CiP  of  Ci  (i  =  1,  2  and  3)  with 
respect to global coordinate frame F is given by the transformation as follows, 
 
  F F F M'C OO' M' Ci i= + RP P P , (i = 1, 2 and 3),  ( 7.30) 
 
 





7.3.3 Forward Kinematics of the Spherical-base Integrated Parallel 
Mechanism  
The  sequence of  calculating  the  forward kinematics of  the  spherical-base  integrated 
mechanism is to take the configuration of the base into consideration primarily as a way 
to degenerate the whole mechanism into a 3-RRS mechanism with a confirmed base 
configuration,  then  apply  the  way  to  formulating  forward  kinematics  of  a  parallel 







to  point  Ai  and  yKi-axis  perpendicular  to  the  plane  formed  by  the  linkage  of  the 
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1 2 1 2   1,2 and 32 ,i i i i i il l l l l c i == + -   (7.34) 
 
Thus,  the upper moving platform, which  is  connected  to  the  limbs by spatial  joints, 
restricts the position of point Ci ; that is 
 
    ( ) ( )
T 2






base  integrated mechanism,  the number doubles as  the  reconfigurable base provides 















mechanism  (stated  in  Section  7.2.2.)  Under  this  definition,  the  workspace  of  this 













7.4 Inverse Kinematics of the Spherical-Base Integrated 
Parallel Mechanism 
The inverse kinematic problem can be described as giving the position and orientation 
of  the upper moving platform  to acquire  the  rotation angle of each active  joint. For 
simplifying the model, we assume that point Ai (i = 1, 2 and 3) is on the links of the 
reconfigurable base. By decomposing the hybrid mechanism into a spherical five-bar 
linkage  and  a  3-RRS  parallel  mechanism  where  its  three  limbs  are  mounted  on  the 
former,  the  inverse  kinematics  of  each  linkage  is  investigated  and  then  integrated 
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The  coordinates  of  C’3  can  be  acquired  in  another  way  by  multiplying  the  rotation 
matrices from the point E as,  
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     21 2 2 2 3 0E u E u E+ + =   (7.38) 
 
  21 2 2 2 3 0F u F u F+ + =   (7.39) 
 








    ( ) ( )1 2 2 1 2 1 3 3 1 0E G E G u E G E G- + - =   (7.41) 
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by substituting u1  into Eqs.  (7.45) and  (7.40)  separately, which overall  results  in 64 
groups of  solution  for u2 and u3. Thus, θ4, θ5 and r3 are solved  in  the Eq.  (7.38) by 
substituting the above parameter into these trigonometric functions. Once θ4 and θ5 are 
obtained, the configuration of the spherical base is confirmed. The next step is to solve 





















7.5 Screw Theory based Jacobian Analysis  
As aforementioned, since the parallel mechanism consists of three limbs mounted on a 
reconfigurable  base,  structure  decomposition  of  the  mechanism  can  be  applied  to 
analysing  the Jacobian matrix of  the whole mechanism,  the Jacobian analysis of  the 
reconfigurable base can be completed first followed by that of the parallel mechanism. 
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7.5.2 Screw-based Jacobian Analysis for the Spherical-Base 
Integrated Parallel Mechanism 
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integrated  parallel  mechanism.  We  can  assume  each  limb  as  an  open-loop  chain 
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four-system of screws Si2 to Si5 (i = 1, 2 and 3) of the ith limb. Performing the reciprocal 


















1 5 11 21 31, , , ,a      =  θ




































 and  Δ  denotes  the 
reciprocal operator expressed as 
 























background  for  dynamic  analysis  of  the  proposed  parallel  mechanism  based  on  the 
concept of kinetic energy. 
 








as  its  instantaneous  twist,  and  all  the  links’  motion  in  a  closed-loop  form  a  linear 
combination  of  all  the  instantaneous  twists  within  the  loop.  Let  twist  Sij denote  the 
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solutions  for  forward  and  inverse  kinematics.  Then,  the  screw-based  Jacobian  was 
utilized to establish the relationship between active joints and passive joints through the 
reciprocal product of twists and wrenches. The kinematics study demonstrated that this 




Chapter 8 Screw Embedded Jacobian and 
Exponential Mapping of Grasp Affordability 
with a Reconfigurable Palm 
8.1 Introduction  
This chapter presents  the kinematics and grasp constraint and affordance of a newly 
designed  mobile  manipulator  with  a  three-fingered  Metamorphic  robotic  hand. 
Structure  design  of  the  mobile  manipulator,  which  contains  a  Robotino  3.0,  a 
customised  robot  arm  and  a  three-fingered  Metamorphic  hand,  is  presented.  Using 
mechanism  decomposition,  kinematics  of  the  manipulator  is  formulated  based  on 
product-of-exponentials  method  and  kinematics  of  the  Metamorphic  hand  is 




Further,  the  relation  of  the  grasp-affordance  model  to  the  manipulator  and  hand 
kinematics with the associated grasp constraint are indicated linking the manipulator 








8.2 Structure of a Mobile Manipulator with a 






axis  (see  Fig.  8.1),  freely  around  specified  working  environment  and  locate  the 
manipulator  at  a  desired  task  position.  It  contains  a  vision  system  and  a  collision-
avoiding contour controller consisting of nine distance sensors. The 5-DOF robot arm 
is  a  light-weight  arm  which  is  specially  designed  for  the  purpose  of  carrying  the 



































Further,  in  order  to  secure  the  innate  metamorphic  phases,  rotatability  criterion  of 
spherical linkage [107]from the kinematics of mechanism point of view is considered 
and the angles corresponding to links 1 to 5 are assigned as α1 = α4 = 35°, α2 = α3 = 90° , 





8.3 Kinematics of the Metamorphic Hand and the Serial 
Manipulator 
From the mechanism point of view, the whole manipulator is constructed by a complex 
hybrid  mechanism  containing  a  7-DOF  serial  arm  and  a  Metamorphic  robotic  hand 
which  itself  is composed of an articulated palm and  three open-chain fingers. Using 
mechanism decomposition, kinematics of the whole manipulator can be achieved by 
analysing kinematics of the palm, the fingers and the 7- DOF serial arm respectively 


















In  the  spherical  five-bar  linkage,  joints  A  and  E  are  active  joints  with  joint  angles 
denoted as θp1 and θp5, and joints B, C and D are passive joints with their joint angles 
respectively  denoted  as  θp2,  θp3,  and  θp4.  In  order  to  investigate  kinematics  of  the 
reconfigurable palm, coordinate systems are set up in Fig. 8.2 in such a way that, for all 
the body-attached coordinate systems for  links 1  to 5,  their origins are all  located at 














2 1 2 1 2= cos (cot cot / )p Cz s s    











 with  2 2= 1A V Q+ + ,  = 2( )B UV PQ+  and 
2 2= 1C U P+ - . The terms U, V, P, and Q are, 
 
2= ( ) / ( )D B B D B DU c y y x y y x - - ,  = ( ) / ( )B D B D B D B DV y z z y x y y x- - , 
2= ( ) / ( )B D B D B DP c x x x y y x - - ,  = ( ) / ( )B D B D B D B DQ z x x z x y y x- - . 
 
In which, the coordinates  Bx ,  By ,  Bz  and  Dx ,  Dy ,  Dz  can be derived from the 
global reference frame as  ( ) ( )1 1 1 1 1, , = , ,B B B p px y z s c s s c    - -  and 
( ) ( )1 5 1 5 5 1 5 1 5 1 5 5, , = , ,D D D p p px y z c s s c c s s c c s s c           + - .  
 









where  2 1 2 1 2 2= ( )pE s c s s c c     + ,  2 1 2= pF s s s  -  and 
















 with  2 1 5 1 5 5= ( )pL s s s c s c     + ,  2 5 5= pM s s s  -  and 
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Referring  to  Fig.  8.3,  in  the  reference  configuration,  screw  axis  of  joint  1  is 





of joint 1; the most convenient choice is the point  ( )1 1= 0, , 0r a . Since all the joints in 
the serial robot are revolute joints, their corresponding pitches are zero, and hence it 
has  ( )1 1 1 1= = 0, 0,r a ´ . The screw axis of joint 2 is  ( )2 2= = 1, 0, 0s - , selecting 
( )2 1 2= 0, , 0r a a+ , it yields  ( )2 1 2= 0, 0, a a + . The screw axis of joint 3 is in the Y  
direction  of  the  fixed  frame,  thus  ( )3 3= = 0, 1, 0s ,  choosing  ( )3 = 0, 0, 0r  results  in 
( )3 = 0, 0, 0 .  The  screw  axis  of  joint  4  is  ( )4 4= = 1, 0, 0s - ,  choosing 
( )4 1 2 3 4= 0, , 0r a a a a+ + +  leads  to  ( )4 1 2 3 4= 0, 0, a a a a + + + .  The  screw  axis  of 
joint 5 is  ( )5 5= = 0, 1, 0s , choosing  ( )5 = 0, 0, 0r , it follows  ( )5 = 0, 0, 0 . The screw 
axis of joint 6 is  ( )6 6= = 1, 0, 0s - , choosing  ( )6 1 2 3 4 5= 0, , 0r a a a a a+ + + + , it has 
( )6 1 2 3 4 5= 0, 0, a a a a a + + + + . And the screw axis of joint 7 is in the  Z  direction of 
the fixed frame, so  ( )7 7= = 0, 0, 1s . Assigning  ( )7 1 2 3 4 5= 0, , 0r a a a a a+ + + +  yields 



















  S  in Eq. (8.4) has the form  
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R  and   
T
1 2 3=O Om p
p p pp .  Using  the  notations  that 
= cosi ic  ,  = sini is  ,  ( )= cosij i jc  +  and  ( )= sinij i js  + ,  elements  in  O Om pR  















two-phalanx fingers  integrated  to  the articulated palm. As aforementioned,  the  three 
fingers are evenly distributed around the palm at points F1, F2 and F3, respectively. As 
indicated in Fig. 8.2, the point  1F  lies at the middle point of link 5, the angle between 
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reference  frame,  it  has  ( )1 2= = 1, 0, 0i i  ,  for  the  axis  of  joint  1i ,  choosing 
( )1 = 0, 0, 0ir ,  it  has  ( )1 1 1= = 0, 0, 0i i ir ´  which  yields  ( )1 1 1= ,i i iS   .  Similarly, 





further  to  ( )2 2 2= ,i i iS   .  Further,  in  the  finger  reference  configuration,  there  is 
= ( , )FT FTi i i i
M I p  with  I  being a 3 by 3 identity matrix and  1 2=(0, 0, )FT f fi i
p a a+ . 
 
Integrating the finger kinematics with the palm kinematics, the full kinematics of the 
three-fingered  Metamorphic  robotic  hand  can  be  presented  in  the  hand  global 
coordinate system as  
 
  = , ( =1, 2 3),O T O F FTp i p i i i





  = , ( =1, 2 3),O T O O O F F Tm i m p p i i i
i andT T T T   (8.12) 
   
Eq. (8.12) presents the integrated full kinematics for the proposed manipulator and Eqs. 
(8.11)  and  (8.12)  provides  background  for  further  workspace,  manipulability  and 
dexterity  analysis  of  the  proposed  Metamorphic  hand  and  the  mobile  manipulator. 
Inverse kinematics of the proposed Metamorphic hand can be solved with the method 
provided by Gao et al.  [110]. Based on  the hand kinematics, grasp constraint of  the 
robotic hand can be constructed.  
 
8.4 Metamorphic Hand based Grasp Constraints 
Based  on  the  above  hand  kinematics,  grasp  constraint  of  the  Metamorphic  hand  is 








8.4.1 Form of Grasp Map and Grasp Constraints 
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position  of  the  object  reference  frame,  which  can  be  obtained  from  the  virtual 
environment of the grasp affordance model, are  
 
  = ,O Pp o
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In  addition,  substituting  terms  O Fp i
R  and  O Fp i
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V  there  exists  θ  which  satisfies  Eq.  (8.14),  the  grasp  executed  by  the 
Metamorphic hand is supposed to be manipulatable.  
 
8.5 Grasp Affordance Related to the Manipulator 














the 6D (3D rotations and 3D translations) pose  = ( , )O O O O O Om p m p m p





p   of  the  Metamorphic  hand  is  defined  as  grasp  pose,  or  simply  grasp 
denoted as  Tg
x , and a grasp  Tg
x  is successful if placing the Metamorphic hand at  O Om p
T  
and  closing  its  fingers  leads  the  hand  to  firmly  grasp  and  lift  up  the  object.  By 
introducing grasp density which consists of a probability density function defined on 















x SE  into a translation  O Om p
p  and a rotation  O Om p
R  by  
 











where    is the kernel mean point,   is the kernel bandwidth, N is a trivariate isotropic 




With  the  above  equation  and  using  method  and  algorithm  presented  by  Detry  et 
al.[99,101],  by  integrating  the  robotic  hand  in  the  virtual  environment  in  which  the 
model of a specified object is established, the optimized grasp  = ( , )T O O O Og m p m p
x R p  













8.5.2 Relation of Grasp Affordance to the Manipulator Kinematics 
and Grasp Constraints 






grasp  constraint  theoretically  provides  an  approach  for  measuring  and  verifying  the 
quality of thus a grasp. The relations of grasp affordance, manipulator kinematics, and 
hand kinematics and grasp constraint  are  illustrated  in Fig. 8.5. Object based grasp-
affordance  model  predicts  optimized  poses  ( )= ,O O O O O Om p m p m pT R p  for  placing  a 
specified  robotic  end-effector  to  perform  possible  successful  grasps  and  the  inverse 






















set  into  a  mobile  platform–Robotino  3.0.  The  structure  of  the  proposed  mobile 
manipulator was presented and kinematics of the 7-DOF serial robot was investigated 
based  on  the  product-of-exponential  method  in  Lie  displacement  group  providing 
background for leading the Metamorphic hand to the poses predicted with the grasp-
affordance  model.  Based  on  mechanism  decomposition,  kinematics  of  the  three-
fingered Metamorphic  robotic hand was  subsequently  implemented  followed by  the 







manipulator  presented  in  the  chapter  was  developed  for  the  application  of  clutter 





Chapter 9 Geometric Topology with Product 






modelling  and  analysis  become  more  complicated  immediately  when  doing 
manipulation  with  the Metamorphic  hand  since  a  reconfigurable  palm  is  integrated. 
This  chapter  is  to  resolve  the  grasp  constraints  of  an  object  manipulated  by  the 
Metamorphic  hand.  To  bridge  the  gap  between  the  mechanism  principle  and 
manipulation  theory  with  the  Metamorphic  hand,  an  analytical  method  based  on 
product  submanifolds  in  the  scope  of  Lie  group  SE(3)  is  to  be  built  and  then  to  be 
applied to the grasp constraint analysis. This chapter then established a method of Lie 








9.2 Product Submanifolds and its Tangent Space 
9.2.1 Product Submanifolds of SE(3) 
This  section  is  to  retrieve  several  fundamental  concepts  in  Lie  groups  and  product 





SE(3) and coined  (3).C SE  With the concept of the complex of SE(3), a submanifold 
M of SE(3) can be  regarded as a complex of SE(3) attached with  the smooth group 
operations  and  we  coin  it  (3).M SE  If  the  closure  property  is  satisfied  for  M,  a 







elements of SE(3) and coined  (3).C SE  
 
Definition 2.  A submanifold of SE(3) is a complex of SE(3) attached with the smooth 














definition  of  the  submanifold  of  SE(3)  in  the  above,  if  integrating  smooth  group 
operations  with  the  subset  C  attaining  from  the  product  of  two  complexes,  the 
submanifold M of SE(3) can be obtained from the subset C and it  is coined product 
submanifold  in  this  chapter.  It  is  not  difficult  to prove  that M  is  the product of  two 
submanifolds M1, M2  growing  from  the  complexes C1, C2.  It  is  noteworthy  that  the 
product  operation  in  the  product  submanifold  is  distinctive  with  the  product  in  the 








Definition 4.  The product C1·C2 of two complexes C1, C2of SE(3)  is defined as  the 





subset C and, giving the product submanifold of submanifolds M1, M2 in which the two 
submanifolds grow from the complexes C1, C2. It is described as M=M1·M2. 
 
If  more  strictly,  let  the  two  complexes  C1,  C2  fulfil  the  group  axioms,  then  two 
subgroups  S1,  S2  are  given.  The  product  of  subgroups  S1,  S2  of  SE(3)  does  not 


















by taking the product of these manifolds and can be denoted as M = M1 × M2 × … ×M 
n. Hence, manifolds M1, M2, … , Mn come as submanifolds of M. As  to  the  tangent 
spaces  of  product  submanifold  and  its  submanifolds,  we  have  an  isomorphism  as 
follows 
 






















9.2.3 10 Lie Subgroups of SE(3) 
In the rigid motion group SE(3), there exist 10 proper subgroups[118] in which smooth 























product  submanifolds  by  different  combinations  and  it  provides  a  compact 
representation of displacements generated by parallel mechanisms. The tangent spaces 








9.3 Operation of Lie Group for Metamorphic Hand 
Grasping  
9.3.1 Topology Diagram for the Metamorphic Hand 





Considering  the  geometrical  structure  of  the  above  hand-object  system  and  its 
kinematics property, we create a Lie group built-in topology diagram as illustrated in 
























the  operations,  such  as  merging  two  adjacent  edges  or  a  series  of  connected  edges, 
deducting the motions using equivalent product submanifolds. For example, in Fig. 9.3, 




















  ( ) ( ) ( ) 2 2 21 2 22 2A , B , C= x xM R R S   (9.3) 
 





the  metamorphic  palm  are  locked,  the  above  first  operation  which  resolves  the 
intersection of product  submanifolds of  the  two adjacent  fingers can be achieved as 
below 
 














































  ( ) ( ) 1  23 0 0P = yM M T S   (9.8) 
 
  ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 1  23  1  23 1 1 2 2 1 0 2 0P , P ,     =z z x + zM M M M R R T   (9.9) 
 












  ( ) ( )4 4 5 5P , P , = z zR R   (9.11) 
 
  ( ) ( ) ( ) 123 0 0 1 0 2 0P  = = y x + zM M T S T   (9.12) 
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In  this  chapter,  a  Lie  group  built-in  topology  diagram  together  with  its  deduction 
operations  was  proposed  for  the  first  time  for  analyzing  the  grasp  constraints  of  a 
cylindrical disk manipulated by the Metamorphic hand. The diagram and the deduction 
methodology  was  established  on  bridging  the  gap  between  product  submanifolds  in 











Chapter 10 Geometry Variation Entailed 





of  the  palm  and  the  arrangement  of  fingers.  Instead  of  an  inflexible  palm,  the 
Metamorphic hand adopts a reconfigurable linkage mechanism as the palm with four 





to  assess  the  palmar  shape  modulation  of  the  Metamorphic  hand.  This  method 
investigates the palmar motion during the robot hand grasping. It is hypothesized that 
the value of  the  arch  indicates  the  closeness of  the  relative position of  fingers. The 
posture of the Metamorphic hand is related to both the kinematic transverse arch and 












its dexterity, namely  the  larger size of  the projected area,  the more dexterous of  the 




10.2 Kinematic Transverse Arch of the Metamorphic Palm 
10.2.1 The Kinematic Transverse Arch of Human Hands 
The metamorphic palm is comprised of a five-bar spherical metamorphic mechanism. 
The  angular  displacement  of  the  closed-loop  links  is  a  way  to  mimic  human  palm 




five  longitudinal  metacarpal  arches  shown  in  Fig.10.1(a)  [120].  The  palm  arches 
encompass  a  hollow  cavity  that  changes  its  shape  during  pre-shaping  and  grasping 














   
  



















10.2.2 Transverse Arch Inspired Palm Geometry Variation Analysis  
The  ideas  of  kinematic  transverse  arches  are  applied  to  the  motion  analysis  of  the 
metamorphic  palm,  shown  in  Fig.10.2.  The  thenar  and  hypothenar  arch  angles  are 



















where,  0r is the vector directing to a fixed point and  r is an arbitrary vector in the plane, 
iop is the position vector that locates the ith finger with respect to the fixed coordinate 
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  1 1 2 2 2 3cos( ), cos( )arc arc = =n n n n  .  (10.4) 
 
 
10.2.3 The Palm Geometry Variation related Actuation Constraints  
The Metamorphic hand, shown in Fig. 10.3,  is made up of a foldable palm and four 
actuated fingers,  i.e. a  four-DOF thumb, an  index finger, a middle finger and a ring 
finger  with  three-DOF  respectively.  The  little  finger  is  omitted  for  simplifying  the 
complexity of design and control as it is less important than other fingers in terms of 
functionality.  The  reconfigurable  palm  consists  of  five  links  which  connect  to  each 






as  1 20 =  ,  2 40 =  ,  3 70 =  , 4 112 =  and 5 113 =  ,  which  need  to  satisfy  the 
conditions 1 2 3 4 5 360    + + + + =  and  1 2 5 3 4    + + = + , presented in [107].  
 
A thumb is mounted to link 2 by a revolute joint, which is similar to the CMC joint of 
human hands. An index finger  is  installed on  link 3, and  the middle finger and ring 
finger are mounted at link 4. All the fingers have three phalanxes that are connected by 
revolute joints in parallel and follow the same design. Different from fingers mounted 
at  a  fix  palm,  the  Metamorphic  hand  has  the  capability  to  provide  the 
adduction/abduction motions for fingers so as to expand their workspace and increase 









10.2.4 Geometric Constraints of the Metamorphic Palm 
From the perspective of mechanism, the Metamorphic hand can be regarded as a hybrid 







geometric  constraints  of  this  reconfigurable  palm,  we  use  the  same  notions  and 
coordinate frames set up in reference [61]. 
 





  D B C( ) 0 ´ =P P P ,  (10.5) 
 










  T 1cosB A  =P P ,  (10.7) 
 
  T 2 3cos( )B D   = +P P ,  (10.8) 
 
  T 1B B =P P .  (10.9) 
 















where 4 5 5 1 1 4 5s c c s s c sX       = + ,  1 4 5s s sY   =  and 
2 3 1 4 5 4 1 5 5c( ) c c c s c c sZ         = + - + . 
So the range of θ1 with a specified θ5 is, 
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can,  height  14cm)  and  spherical  (10.5cm  diameter  ball)  grasping  were  tested  by 
Archana P. Sangole, etc[121]. The overall range of absolute angles for the two types of 
grasping was from 100° to 120°. Individual contributions of the thenar and hypothenar 





















position.  However,  different  from  the  human  hands  whose  posture  changes  mainly 
depend on the palmar motion, the posture of the Metamorphic hand partially depends 
on the palm modulation because the thumb could rotate itself around the base with an 




a multifingered hand,  which  is  calculated by  the overlapped volume constructed by 
maximal  workspace  of  thumb-tip  and  that  of  each  fingertip.  The  trajectory  of  each 

































where iS is  the  area  of  the  ith  triangle.  Substituting  n =  379  into  Eq.(10.12),  the 
workspace is obtained as 
 
  27170MW mm=   (10.13) 
 
 


























=    (10.14) 
 














From  Fig.(10.10),  it  is  not  hard  to  recognized  that  when  the  functional  workspace 
reaches the maximum ( 5 =  , 1 2 =-    ), the hand is in a good configuration shown 
in Fig.10.8, and the palm arch also has a big value shown in Fig.10.6. However, when 












Having  considered  both  the  palm  arch  and  hand  posture,  the  functional  workspace 




10.5 Hand Model Generation and Simplification for 
Benchmarking 
10.5.1 Hand Model Generation 
According to the requirement of the evaluation method, the metacarpophalangeal (MCP) 






















10.5.2 Hand Model Simplification 














10.6 Measurement Indexes and Criteria 
10.6.1 Projection based Measurement Indexes  
Projecting the movements of the Metamorphic hand onto the latent space and treating 
that of human hands as  the evaluation criterion,  the overlap  is  able  to be calculated 
between to two, which shows the similarity of the two types of hand. Fig. 10.3 indicates 







































10.6.3 The Improvement of AI with the Reconfigurable Palm 































10.7 Comparison of the Metamorphic Hand with Selected 
Robotic hands 




















10.7.2 The Effect of Distribution of DOFs 
While analyzing the AI of FRH-4 Hand and the Metamorphic hand, the value of the 
latter is nearly 2.5 times as that of FRH-4 Hand on the basis of same number of DOFs 
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0, (1)  0, (2)  1, (5)  2, (52) 
Latent 
space 
projection  [119]  [119]  [119] 




















10.7.3 The Influence of Sampling Density on AI  

















10.7.4 AI Analysis According to Different Palm Configurations 
Based on this dimensionality reduction method, the AI of different palm configurations 
is  capable  of  being  calculated,  which  contributes  to  evaluating  the  functionality  of 
different palm pose and finding  the best palm configuration.  In  the other words,  the 
unique palm configuration, which produces  the  highest AI value,  is  regarded as  the 
most  similar  configuring  to  human  hands  comparing  with  other  palm  poses.  Fig.  5 
illustrates the relation between the angles of two palm positive joints and the value of 
AI. The peak of AI value is 11.88% as (θ4, θ3) {(25.49°, 12.01°), (26.62°, 35.04°), 




















10.8 Conclusions  
In  this  chapter,  the  kinematic  transverse  arch  was  developed  to  evaluate  the  palm 
movement of the Metamorphic hand. It was a more intuitive description that establishes 






















sample  density  and  distribution  of  DOFs  that  affected  the  results  significantly  were 
analysed for finding the most similar configuration to human hands. The Metamorphic 









Chapter 11 Conclusions 
11.1 General Conclusions 
This  thesis  was  dedicated  to  the  study  of  the  intrinsic  connection  between  screw 
coordinates from the perspective of geometry, and its derived Jacobian in contrast with 







in  the  analysis  of  first-order  kinematics,  state-of-the-art  of  parallel  mechanisms  and 
dexterous  hands  and  their  latest  development  with  the  ideology  of  Metamorphosis 
which  led  to  the  reconfigurable  base-integrated  parallel  mechanism  and  the 
Metamorphic hand.  
 
Chapter  3  revealed  the  interconnection  of  screw  coordinates  from  its  original  line 
coordinates,  namely  ray  coordinates  and  axis  coordinates.  From  the  geometrical 
presentation  of  a  line  as  a  ray  of  two  points,  a  triangle  was  constructed  with  its 
projection on three coordinate planes making up the secondary part of ray coordinates. 
Its  counterpart,  a  reciprocal  triangle  was  constructed  for  the  first  time  by  the  plane 
normals  to  give  the  geometrical  representation  of  axis  coordinates.  In  this  way,  the 



























of  a  resultant  twist  and  the  end-effector velocity  was  formulated  through  an adjoint 











the  base  were  investigated,  followed  by  the  kinematics  analysis  of  the  parallel 
mechanism. The forward and inverse kinematics solutions were calculated based on the 










Chapter  9  analyzed  the  grasping  model  of  a  three-fingered  Metamorphic  hand 
manipulating an object based on product submanifolds deduction method. 10 proper 
Lie submanifolds were reviewed. The construction of topological diagram of the hand-












were  identified  by  measuring  the  functional  workspace  of  the  Metamorphic  hand. 
Moreover,  evaluation  of  the  Metamorphic  hand  was  conducted  through  Gaussian 
Process Latent Variable Model in such a way to measure the workspace of robotic hands 















giving  the  geometrical  interpretation  of  ray  coordinates  and  axis  coordinates. 
Homogeneous  coordinates  of  a  point  and  a  plane  were  converted  to  a  set  of 







subtraction  of  the  two  position  vectors  and  secondary  part  was  their  cross  product 











compound  of  twists  of  a  serial  manipulator.  The  ISA  of  the  resultant  twist  was 
coordinated and its position vector was the assembly of weighted joint position vectors 
in  this  manipulator.  The  screw-based  Jacobian  and  the  derivative  method-based 
Jacobian  were  reconciled  through  an  adjoint  transformation  that  related  the  twist 













The  grasp  matrix  of  the  three-fingered  Metamorphic  hand  was  established  by  the 
product-of-exponential  method.  With  the  formulated  grasping  constraints,  the 
preliminary  study  of  grasping  affordance  of  the  Metamorphic  hand  with  a 
reconfigurable  palm  was  proposed.  Based  on  the  grasping  model,  Lie  group  based 
product submanifolds deduction was applied to analyzing of the motion of hand-object 
system.  The  topological  diagrams  were  presented  through  the  operation  of 
submanifolds  of  adjacent  fingers,  in  turn,  leading  to  the  final  deducted  hand-object 
model. 
 
Evaluating  the  performance  of  the  Metamorphic  hand  was  proposed  with  Gaussian 
Process Latent Variable Model which mapped the high dimensional data composed of 















a) Depicted  the  geometrical  meaning  the  screw  coordinates  and  derived  their 
interrelation  geometrically  and  algebraically,  leading  to  the  intrinsic 
geometrical  interpretation  of  the  correlation  operator  widely  used  in  screw 
algebra. 











f) Established  the  topological  model  of  the  Metamorphic  hand  grasping  object 
model, and simplified the model with product submanifolds operations. 
g) Demonstrated the enhanced performance of the Metamorphic hand comparing 
to  conventional  fixed-palm  robotic  hands  with  a  nonlinear  data  reduction 
method and a palmar shape modulation approach. 
 
11.3 Future Works  
This  thesis  investigated  the  geometrical  interpretation  and  reconciliation  of  screw 
coordinates, accompanying with the screw based Jacobian analysis and its application 










b) The  physical  meaning  of  inverse  Jacobians  derived  from  screw  algebra  and 
derivative method and their relationship. 
c) The  mobility  analysis  of  the  reconfigurable  based  integrated  parallel 




e) Finger  gaits  planning  based  on  the  Metamorphic  hand  as  well  as  the  palm 
variation planning. 
f) The  dynamics  analysis  of  the  Metamorphic  hand  with  the  modelling  of  the 
reconfigurable palm. 
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